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Anotatsiya. Ushbu maqolada 1- va 2- tur Fredgolm integral tenglamalarini 

asosiy taqribiy yechish usullari bo‘lmish, “Chekli yig`indilar” usulidan 

foydalanish ketma-ketligi batafsil tushuntirilgan, hamda bu usulning 

qo‘llanilishiga doir bir nechta chiziqli integral tenglamalardan misollar 

berilgan. 
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Anotation. This article explains in detail the sequence of using the "Finite 

sums" method, which is the main approximate solution method for Fredholm 

integral equations of the first and second type, and gives examples of several 

linear integral equations on the application of this method. 
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Абстракт. В данной статье подробно объясняется последовательность 

использования метода «Конечных сумм», который является основным 

методом приближенного решения интегральных уравнений Фредгольма 1-
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го и 2-го типа, и приводятся примеры нескольких линейных интегральных 

уравнений по применению этого метода. 

Ключевые слова: Интегральное уравнение Фредгольма, приближенное 

решение интегрального уравнения, метод «конечных сумм». 

 

Fredgolm integral tenglamalarini yechishning taqribiy usullaridan biri 

“Chekli yig‘indilar” usulidir. Ushbu usul aniq integralni kvadratura formulasi 

yordamida taqribiy yechishga asoslanadi [1]. Bizga (1) ko‘rinishdagi 2-tur 

Fredgolm integral tenglamasi berilgan bo‘lsin: 

𝑈(𝑥) − 𝜆∫ 𝐾(𝑥, 𝑦)
𝑏

𝑎

𝑈(𝑦)𝑑𝑦 = 𝑓(𝑥)                                  (1) 

Ushbu integral tenglamada  𝑈(𝑥)- noma’lum funksiya, 𝐾(𝑥, 𝑦) va 𝑓(𝑥) 

funksiyalar mos ravishda { 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏} kvadratda va 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏 oraliqda 

aniqlangan funksiyalar (𝑎, 𝑏 – o‘zgarmas sonlar) demak, kvadrat va oraliqni 

asosiy kvadrat va asosiy oraliq deb ataymiz [2-5]. 𝑓(𝑥) funksiya (1) integral 

tenglamaning ozod hadi  𝐾(𝑥, 𝑦) uning yadrosi 𝜆 sonli   ko‘paytuvchi 

tenglamaning parametri deyiladi. Qo‘shimcha yana quyidagi shartlarni 

kiritamiz. Integral tenglamaning  𝐾(𝑥, 𝑦) yadrosi va  𝑓(𝑥) ozod funksiyasi asosiy 

sohada yetarlicha tartibda uzluksiz hosilalarga ega bo‘lsin.Biz biror kvadratik 

formani olib, 

∫ Φ(𝑥)
𝑏

𝑎

𝑑𝑥 =∑𝐴𝑘Φ𝑘(𝑥𝑘)

𝑛

𝑘=1

                                             (2) 

(2) da 𝑥𝑘 lar  [𝑎, 𝑏] segmentdagi nuqtalar; 𝐴𝑘 , 𝑘 = 1,2,3, … , 𝑛) lar esa Φ(𝑥) 

funksiyaning tanlanishidan bog’liq bo‘lmagan sonli koeffitsiyentlardir [6-7]. 

Odatda 𝐴𝑘   sonli koeffitsiyentlarni quydagicha tanlanadi: 

𝐴𝑘 ≥ 0,    ∑𝐴𝑘 = 𝑏 − 𝑎

𝑛

𝑖=1

 

Masalan: 

𝑥𝑘 = 𝑎 + (𝑘 − 1)ℎ,     ℎ =
𝑏 − 𝑎

𝑛 − 1
  , 

bo‘lsa, sonli koeffitsiyentlar uchun quyidagilar o‘rinli: 

1. To‘g`ri to‘rtburchak formulasi uchun: 

𝑥1 = 𝑎, 𝑥2 = 𝑎 + ℎ,    𝑥3 = 𝑎 + 2ℎ,… , 𝑥𝑛 = 𝑎 + (𝑛 − 1)ℎ = 𝑏; 

𝐴1 = 𝐴2 = 𝐴3 = ⋯ = 𝐴𝑛 = ℎ ,    𝑏𝑢 𝑦𝑒𝑟𝑑𝑎  ℎ =
𝑏 − 𝑎

𝑛
 

2. Trapetsiya umumiy formulasi uchun: 

𝑥1 = 𝑎, 𝑥2 = 𝑎 + ℎ,    𝑥3 = 𝑎 + 2ℎ,… , 𝑥𝑛 = 𝑎 + (𝑛 − 1)ℎ = 𝑏; 

𝐴1 = 𝐴𝑛 =
ℎ

2
, 𝐴2 = 𝐴3 = ⋯ = 𝐴𝑛−1 = ℎ ,    𝑏𝑢 𝑦𝑒𝑟𝑑𝑎  ℎ =

𝑏 − 𝑎

𝑛 − 1
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3. 𝑛  2𝑚 + 1  bo‘lgandagi barcha turdagi Simpson formulasi uchun: 

𝑥1 = 𝑎, 𝑥2 = 𝑎 + ℎ,… , 𝑥2𝑚+1 = 𝑎 + 2𝑚ℎ = 𝑏; 

𝐴1 = 𝐴2𝑚+1 =
ℎ

3
, 𝐴2 = 𝐴4 = ⋯ = 𝐴2𝑚 =

4ℎ

3
 , 

𝐴3 = 𝐴5 = ⋯ = 𝐴2𝑚−1 =
2ℎ

3
   𝑏𝑢 𝑦𝑒𝑟𝑑𝑎  ℎ =

𝑏 − 𝑎

2𝑚
 

Simpson formulasida 𝑚,  [𝑎, 𝑏] kesma ichidagi nuqtalar soni.  Bo‘linish 

nuqtalari va ularga mos koeffitsiyentlarni aniqlab olganimizdan keyin [8-13], 

taqribiy yechishni quyidagicha davom ettiramiz. Dastlab har bir 𝑥𝑘 nuqtani 

birin-ketin (1) integral tenglamaga qo‘yib chiqamiz. 

𝑈(𝑥𝑘) − 𝜆∫ 𝐾(𝑥𝑘, 𝑦)
𝑏

𝑎

𝑈(𝑦)𝑑𝑦 = 𝑓(𝑥𝑘),   𝑘 = 1,2, … , 𝑛              (3) 

(3) ning chap tomonidagi integralni (2) kvadratik formuladagi yig`indi 

bilan almashtiramiz. 

𝑈(𝑥𝑘) − 𝜆 ∑ 𝐴𝑚K(𝑥𝑘, 𝑥𝑚)𝑈(𝑥𝑚) =

𝑛

𝑚=1

𝑓(𝑥𝑘),   𝑘 = 1,2, … , 𝑛              (4) 

Natijada (4) sistema  𝑛 ta 𝑈(𝑥1), 𝑈(𝑥2), … , 𝑈(𝑥𝑛) noma’lumli chiziqli 

tenglamalar sistemasini hosil qiladi. Ushbu sistemani yechib, noma’lum 

funksiyalarni aniqlaymiz [14-18]. Topilgan  𝑈(𝑥𝑘), 𝑘 = 1,2, … , 𝑛 lardan 

foydalanib, taqribiy yechimni quyidagicha ifodalaymiz. 

𝑈(𝑥)̃ = 𝑓(𝑥) + 𝜆 ∑ 𝐴𝑚K(𝑥, 𝑥𝑚)𝑈(𝑥𝑚)

𝑛

𝑚=1

 

Endi ushbu taqribiy yechish usulini qo‘llab, berilgan integral 

tenglamaning taqribiy yechimini hisoblaymiz. 

1.Misol. 

𝑈(𝑥) + ∫𝑥(𝑒𝑥𝑡 − 1)𝑈(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑒𝑥 − 𝑥                             

1

0

(5) 

Yechim. 

Dastlab Simpson formulasidan foydalanib,  𝑚 = 1 uchun [0,1] kesmadan 3 

ta, 

𝑥1 = 0,   𝑥2 = 0,5,    𝑥3 = 1 nuqtalarni hosil qilamiz, bu holatda ℎ =
1−0

2∙1
=

1

2
  

ekanligidan foydalandik. Bu nuqtalarga mos 𝐴1 = 𝐴3 =
1

6
 ,   𝐴2 =

2

3
  topilgan 

nuqtalarni navbat bilan (5) integral tenglamaning 𝑥 o‘zgaruvchilarining o‘rniga 

qo‘yamiz va ushbu tenglamalar sistemasini hosil qilamiz: 
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{
 
 
 

 
 
 
𝑈(0) = 1                                                                                                    

𝑈(0,5) + ∫0,5(𝑒0,5𝑡 − 1)𝑈(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑒0,5 − 0,5                         (6)    

1

0

𝑈(1) + ∫(𝑒𝑡 − 1)𝑈(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑒 − 1                                                          

1

0

 

(6) chiziqli tenglamalar sistemasini tashkil etuvchi har bir tenglamadagi 

integrallarni Simpson formulasidan foydalanib, quyidagicha integral bilan 

almashtiramiz: 

∫ Φ(𝑡)
1

0

𝑑𝑡 ≈ ∑𝐴𝑘Φ𝑘(𝑥𝑘)

𝑛

𝑘=1

=
1

6
Φ(0) +

2

3
Φ(0,5) +

1

6
Φ(1) =

=
Φ(0) + 4Φ(0,5) + Φ(1)

6
                                                                   (7) 

Bu yerda Φ(𝑡) har bir tenglamadagi integral ostidagi funksiyadir. (48) ning 

1-tenglamasi tarkibida integral mavjud emas, shu sababli 2-tenglamadagi 

integraldan boshlaymiz: 

Φ(𝑡) =
(𝑒0,5𝑡 − 1)𝑈(𝑡)

2
 

Dastlab Φ(𝑡) funksiyaning har bir 𝑥𝑘 nuqtadagi qiymatlarini hisoblab 

chiqamiz. Hisoblashlarda sonning taqribiy qiymatlaridan foydalanishimiz 

mumkin [19-23]. 

Φ(0) = 0, Φ(0,5) =
(𝑒0,25 − 1)𝑈(0,5)

2
 , Φ(1) =

(𝑒0,5 − 1)𝑈(1)

2
 

Ushbu topilganlarni (49) formuladan foydalanib, 2-tenglama tarkibidagi 

integralni yig`indi bilan almashtiramiz: 

∫0,5(𝑒0,5𝑡 − 1)𝑈(𝑡)𝑑𝑡

1

0

≈
(𝑒0,25 − 1)

3
 𝑈(0,5) +

(𝑒0,5 − 1)

12
𝑈(1)               (8) 

Ushbu almashtirishni (6) tenglamalar sistemasining 2-tenglamasiga 

qo‘yib, noma’lum funksiyalar bo‘lmish 𝑈(0), 𝑈(0,5), 𝑈(1) larga bog`liq ifodani 

hosil qilamiz: 

𝑈(0,5) +
(𝑒0,25 − 1)

3
 𝑈(0,5) +

(𝑒0,5 − 1)

12
𝑈(1) = 𝑒0,5 − 0,5 

Soddalashtirishlardan so‘ng, 

(𝑒0,25 + 2)

3
 𝑈(0,5) +

(𝑒0,5 − 1)

12
𝑈(1) = 𝑒0,5 − 0,5                   (9) 

ifoda hosil bo‘ldi. Yuqorida bajarilgan jarayonni (6) sistemasning 3- 

tenglamasi tarkibidagi integral uchun ham amalga oshirib, sistemaning 3-

tenglamasiga mos bo‘lgan ifodani ham hosil qilamiz: 

Φ(𝑡) = (𝑒𝑡 − 1)𝑈(𝑡) 
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Φ(0) = 0, Φ(0,5) = (𝑒0,5 − 1)𝑈(0,5) , Φ(1) = (𝑒1 − 1)𝑈(1) 

∫(𝑒𝑡 − 1)𝑈(𝑡)𝑑𝑡 ≈
4(𝑒0,5 − 1)𝑈(0,5) + (𝑒1 − 1)𝑈(1)

6
               (10)

1

0

 

(10) yig`indini (6) sistemaning 3-tenglamasiga qo‘yib, quyidagi navbatdagi 

ifodani hosil qilamiz: 

𝑈(1) +
4(𝑒0,5 − 1)𝑈(0,5) + (𝑒1 − 1)𝑈(1)

6
= 𝑒 − 1 

Soddalashtirishlardan so‘ng, 

2(𝑒0,5 − 1)

3
𝑈(0,5) +

𝑒1 + 5

3
𝑈(1) = 𝑒 − 1                         (11) 

ifoda hosil bo‘ladi. Hosil qilingan (9), (10) ifadalarni (6) sistemaga qo‘yamiz. 

{
 
 

 
 
𝑈(0) = 1                                                                                                    

(𝑒0,25 + 2)

3
 𝑈(0,5) +

(𝑒0,5 − 1)

12
𝑈(1) = 𝑒0,5 − 0,5                            

2(𝑒0,5 − 1)

3
𝑈(0,5) +

𝑒1 + 5

3
𝑈(1) = 𝑒 − 1                                         

 

yoki, yaxlitlashlardan foydalanib, quyidagi sistemani hosil qilamiz: 

{

𝑈(0) = 1                                                                                                    
1,0947 𝑈(0,5) + 0,0541𝑈(1) = 1.1487                                   (12)

0,4325𝑈(0,5) + 1,2864𝑈(1) = 1,7183                                            

 

(12) sistemani yechamiz. 

𝑈(0) = 1,   𝑈(0,5) = 0,9999 ,   𝑈(1) = 0,9996. 

Topilgan qiymatlarni taqribiy yechim formulasiga qo‘yib, quyidagi 

yechimni hosil qilamiz: 

𝑈(𝑥)̃ =  𝑒𝑥 − 𝑥 + ∑ 𝐴𝑚𝑥(𝑒
𝑥𝑥𝑚 − 1)𝑈(𝑥𝑚)

3

𝑚=1

 

𝑥1 = 0,   𝑥2 = 0,5,    𝑥3 = 1, 𝐴1 = 𝐴3 =
1

6
 ,   𝐴2 =

2

3
 

ekanligidan foydalanib, 

𝑈(𝑥)̃ =  𝑒𝑥 − 𝑥(0,6666𝑒0,5𝑥 + 0.1666𝑒𝑥) − 0,1668𝑥 

ko‘rinishidagi taqribiy yechimni hosil qilamiz. Ta’kidlab o‘tishimiz joizki, 

[𝑎, 𝑏] kesmadagi bo‘laklashlar sonini qanchalik oshirsak, taqribiy yechim ham 

shunchalik aniq yechimga yaqinlashadi. 

Quyida chekli yig`indilar usulidan foydalanib yechiladigan misollardan 

namunalar keltiramiz: 

1. 𝑈(𝑥) + ∫𝑥𝑒𝑥𝑡𝑈(𝑡)𝑑𝑡 =  𝑒𝑥                             

1

0
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2. 𝑈(𝑥) + ∫
𝑥 + 𝑡

1 + 𝑥 + +𝑡

1

𝑜

𝑈(𝑡)𝑑𝑡 =  ln
2 + 𝑥

1 + 𝑥
 

3. 𝑈(𝑥) + ∫𝑥2 cos(𝜋𝑥𝑡)

1

𝑜

𝑈(𝑡)𝑑𝑡 = 𝜋𝑥(1 + sin(𝜋𝑥)) − 2sin2
𝜋𝑥

2
 

4. 𝑈(𝑥) + ∫𝑥(𝑒𝑥𝑡 − 2)𝑈(𝑡)𝑑𝑡 =  𝑒𝑥 − 𝑥                            

1

0

 

5. 𝑈(𝑥) + ∫𝑥(sin(𝑥𝑡) − 1)𝑈(𝑡)𝑑𝑡 =  𝑥 + cos 𝑥                            

1

0

 

6. 𝑈(𝑥) + ∫(𝑒−𝑥𝑡
2
− 1)𝑥𝑈(𝑡)𝑑𝑡 =  

1

2
(𝑒−𝑥 + 3𝑥 − 1)                            

1

0
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